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Construction de familles minimales de courbes gauches
Introduction.
Soit A un anneau local noethe´rien, t le point ferme´ de T = SpecA et soit P3A l’espace
projectif associe´. Si C est une famille plate de courbes de P3A, il existe une re´solution
de C, dite de type N, c’est-a`-dire une suite exacte 0 → P → N → JC → 0 avec N
localement libre et P dissocie´ (somme directe de faisceaux inversibles) et le faisceau N est
bien de´termine´ par C a` pseudo-isomorphisme pre`s (cf. [HMDP1]), de sorte qu’on a une
application Φ qui a` une courbe C associe la classe de pseudo-isomorphisme du faisceau N .
Dans [HMDP1] nous avons de´termine´ les fibres de Φ a` de´calage pre`s en montrant que les
faisceaux N = Φ(C) et N ′ = Φ(C′) sont pseudo-isomorphes a` de´calage pre`s si et seulement
si les courbes C et C′ sont dans la meˆme classe de biliaison (c’est une ge´ne´ralisation du
the´ore`me de Rao, cf. [R]).
Par ailleurs, il est facile de voir que Φ est surjective a` de´calage pre`s (cf. 2.7 ci-dessous
ou [S1]), c’est-a`-dire que si N est un faisceau localement libre sur P3A il existe une famille
de courbes (lisses et connexes) C de P3A, plate sur A, et un entier h tels que C admette une
re´solution de type N de la forme : 0→ P → N → JC(h)→ 0.
L’inte´reˆt de ce type de re´sultat d’existence provient de l’e´tude du sche´ma de Hilbert
Hd,g des courbes de degre´ d et genre g donne´s et notamment des spe´cialisations qu’on
peut obtenir lorsqu’on fait varier la cohomologie. Une question essentielle est de montrer
l’existence d’une famille de courbes, parame´tre´e par un anneau de valuation discre`te A,
dont le point spe´cial C0 (resp. le point ge´ne´rique C) est une courbe a` cohomologie pres-
crite. La me´thode que nous proposons pour cela s’inspire de la construction des courbes
a` partir des modules de Rao inaugure´e dans [MDP1] IV. Elle consiste, a` partir d’un objet
(appele´ triade) qui ge´ne´ralise le module de Rao, cf. [HMDP3], a` de´terminer un faisceau N
convenable puis a` construire la famille de courbes avec une re´solution de type N comme
ci-dessus.
Pour ce type de proble`mes, le re´sultat de 2.7 est insuffisant, puisque, s’il assure
l’existence d’une courbe de la classe de biliaison associe´e a` N , il ne permet pas de controˆler
le de´calage h et donc d’affirmer que la famille construite a les degre´ et genre voulus. Dans
cet article nous de´terminons toutes les familles de courbes de la classe de biliaison associe´e
a` un faisceau localement libre N donne´, a` commencer par les familles minimales, i.e. celles
pour lesquelles l’entier h est minimal.
Pour cela nous introduisons ci-dessous, cf. 2.4, une fonction q : Z→ N et un entier b0
associe´s a` ce faisceau. Cette fonction est de´finie a` la manie`re de [MDP1,3,4] comme une
fonction q du faisceau Nt = N ⊗A k(t), associe´e non pas au module des sections globales
H0∗Nt tout entier, mais au sous-module des sections qui proviennent de H
0
∗N , cf. §1. Les
familles de courbes dont la re´solution de type N correspond a` N sont alors donne´es par le
the´ore`me suivant :
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The´ore`me 2.6. Soit N un faisceau sur P3A localement libre de rang r et non dissocie´.
Soit P =
⊕
n∈ZOPA(−n)
p(n) un faisceau dissocie´ de rang r − 1. Alors, les conditions
suivantes sont e´quivalentes :
i) Pour u ge´ne´ral dans H = HomOP(P,N ), on a une suite exacte :
(∗) 0→ P
u
−→N → JC(h)→ 0
ou` C est une famille de courbes de P3A, plate sur A.
ii) La fonction p ve´rifie les conditions suivantes :
1) on a p♯(n) ≤ q♯(n) pour tout n ∈ Z,
2) s’il existe n ≤ b0 tel que l’on ait p♯(n) = q♯(n) on a un isomorphisme (P≤n)t ≃ Nt,≤n
(cf. 2.4).
La valeur minimale du de´calage h est e´gale a`
∑
n∈Z nq(n) + degN . La famille de courbes
correspondant a` ce de´calage minimum est donne´e par une re´solution comme ci-dessus, avec
p = q.
Les deux corollaires suivants de´crivent les courbes d’une classe de biliaison donne´e :
Corollaire 2.9. Soit N0 un faisceau localement libre extraverti (i.e. tel que H1∗N
∨
0 soit
nul) minimal (i.e. sans facteur direct dissocie´).
Posons q = qN0 et h0 =
∑
n∈Z nq(n) + degN0.
1) Il existe une famille de courbes C0 et une re´solution 0→ P0
v
−→N0 → JC0(h0)→ 0 avec
P0 dissocie´.
2) Si C1 est une famille de courbes de la classe de biliaison de C0, elle admet une re´solution
0→ P → N0 ⊕ L → JC1(h)→ 0 avec L dissocie´ et on a h ≥ h0. Si d et g (resp. d0 et g0)
sont respectivement le degre´ et le genre de C1 (resp. C0) on a d ≥ d0 et g ≥ g0.
3) Re´ciproquement, pour tout h ≥ h0, il existe une famille de courbes C1 avec une re´solution
comme ci-dessus.
4) Si de plus on a h = h0, C0 et C1 sont jointes par une de´formation a` cohomologie uniforme
(cf. 2.8 ci-dessous). On dit que C0 est une famille minimale de courbes.
Corollaire 2.10. (Proprie´te´ de Lazarsfeld-Rao) Soit C0 une famille minimale de courbes
et C une famille de courbes de la classe de biliaison de C0. Alors, il existe un entierm ≥ 0 et
une suite de courbes C0, C1, · · · , Cm telle que Ci+1 s’obtienne a` partir de Ci par une biliaison
e´le´mentaire (cf. [HMDP1] ) et C a` partir de Cm par une de´formation a` cohomologie
uniforme.
Lorsque le faisceau N est e´crit comme image d’un morphisme de faisceaux dissocie´s
s : L2 → L1 tel que la fle`che L2 → H
0
∗N induite par s soit surjective et que le conoyau
de s soit localement libre (ce qui est possible pour tout faisceau localement libre sur P3A),
nous donnons un algorithme de calcul de la fonction q, entie`rement effectif en termes de
certains mineurs de st, (cf. 3.1). Nous donnons quelques exemples simples d’applications
de cet algorithme. Pour d’autres exemples et des applications de ces techniques dans le
cadre des triades, le lecteur se reportera a` [HMDP3].
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0. Notations ge´ne´rales.
Si A est un anneau, on pose T = SpecA et on note P3A ou P
3
T l’espace projectif de
dimension 3 sur T . On note RA l’anneau A[X, Y, Z, T ]. Si F est un faisceau cohe´rent sur
P3A on note H
iF le A-module Hi(P3A,F) et on pose H
i
∗F =
⊕
n∈ZH
iF(n).
Soit N un faisceau cohe´rent sur P3A et t un point de T . On pose Nt = N ⊗A k(t). Si
u : E → F est un morphisme de faisceaux on pose ut = u⊗A k(t).
Si A est local, un faisceau sur P3A sera dit dissocie´ s’il est de la forme F =⊕r
i=1OPA(−ni) ou` les ni sont des entiers. Si t est le point ferme´ de SpecA et si N
est plat sur A il re´sulte de [H] 3.10 et 7.9 que N est dissocie´ si et seulement si Nt l’est.
Si L est un RA-module gradue´ libre de type fini (resp. L un faisceau dissocie´), on
peut l’e´crire sous la forme L =
⊕
n∈ZRA(−n)
l(n) (resp. L =
⊕
n∈ZOPA(−n)
l(n)) ou` l est
une fonction de Z dans N, a` support fini, appele´e fonction caracte´ristique de L (resp.
L). Le plus grand entier n tel que l(n) soit non nul est note´ supL (resp. supL).
Si q est une fonction de Z dans Z nulle pour n ≪ 0, on pose q♯(n) =
∑
k≤n q(k). La
donne´e de q e´quivaut a` celle de q♯ en vertu de la formule q(n) = q♯(n)− q♯(n− 1).
Si M est un RA-module gradue´ et n un entier on note M≤n le sous-module gradue´ de
M engendre´ par ses e´le´ments de degre´ ≤ n. Si L est libre de fonction caracte´ristique l on
a rangL≤n = l
♯(n).
Sur un corps k, on appelle courbe un sous-sche´ma de P3k de dimension 1, sans com-
posante ponctuelle (immerge´e ou non), c’est-a`-dire localement de Cohen-Macaulay.
Une famille de courbes gauches C sur T est un sous-sche´ma ferme´ de P3T , plat sur T ,
et dont les fibres sont des courbes au sens pre´ce´dent.
1. Fonction q relative a` un sous-module de sections.
a) Notations.
Dans ce premier paragraphe on travaille sur un corps k infini. On pose P3 = P3k et
R = Rk. Si x est un point de P
3 et u : E → F un morphisme de faisceaux cohe´rents on
note u(x) l’application line´aire de E ⊗OP k(x) dans F ⊗OP k(x) induite par u. Le rang de
u est par de´finition le rang de u(ξ) ou` ξ de´signe le point ge´ne´rique de P3. Les notations
suivantes seront fixe´es dans tout le paragraphe 1 :
Notations 1.0. On conside`re un faisceau cohe´rent sans torsion N sur P3, on pose
N = H0∗N et on se donne un sous-R-module gradue´ N
′ de N . Si n est un entier, on note
σN ,N ′,n ou simplement, s’il n’y a pas d’ambigu¨ıte´, σn : N
′
n⊗kOP(−n)→ N le morphisme
canonique. On note NN ′,≤n son image qui est aussi le sous-faisceau de N engendre´ par
N ′≤n.
De´finition 1.1. Avec les notations de 1.0 on de´finit la fonction qN ,N ′ (ou simplement
q s’il n’y a pas d’ambigu¨ıte´) comme suit : q♯(n) est le plus grand entier m tel qu’il existe
un faisceau dissocie´ P ⊂ N , de rang m, ve´rifiant H0∗P ⊂ N
′ et supP ≤ n, tel que N /P
soit sans torsion.
Remarques 1.2.
0) On notera que les entiers n qui ve´rifient les conditions de 1.1 forment un intervalle
]−∞, m].
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1) Il est clair que q♯ est une fonction croissante, donc que q(n) = q♯(n)− q♯(n− 1) est ≥ 0.
De plus q♯ est nulle pour n ≪ 0. En effet, comme N est sans torsion, on a H0N (n) = 0
pour n ≪ 0 (cf. [HMDP1] 0.2). Enfin, comme q♯ est borne´e par le rang de N elle est
constante pour n≫ 0. On en de´duit que q est a` support fini.
2) Par rapport a` des re´sultats ante´rieurs (cf. [MDP1,3]), la diffe´rence essentielle re´side
dans le fait que le faisceau P est “a` valeurs dans N ′”. Il y a essentiellement deux cas
d’application de cette situation :
a) le cas banal, N = N ′, qui redonne la fonction q ordinaire, voir § d) le calcul explicite
de q,
b) le cas “a` parame`tres” qui fait l’objet du §2 : on part d’un faisceau N sur P3A, ou`
A est un anneau local de corps re´siduel k(t), on conside`re le faisceau Nt = N ⊗A k(t) et
on prend, comme sous-module N ′ de H0∗Nt l’image canonique de (H
0
∗N )⊗A k(t).
Proposition 1.3. On reprend les notations de 1.0. Soit x ∈ P3 un point de codimension
≤ 1. On a, pour tout n ∈ Z, q♯(n) ≤ rang σn(x).
De´monstration. Par de´finition de q il existe une suite exacte 0→ P
u
−→N → E → 0 avec
supP ≤ n, rangP = q♯(n), H0∗P ⊂ N
′ et E sans torsion. Si x est un point de codimension
≤ 1, E est plat en x de sorte que la suite reste exacte en tensorisant par k(x). Comme
P est en degre´s ≤ n l’image de u(x) est contenue dans celle de σn(x) et on en de´duit le
re´sultat.
b) Le the´ore`me principal.
Soit H un k-espace vectoriel de dimension finie. Nous dirons qu’une proprie´te´ P des
e´le´ments de H est vraie pour h “ge´ne´ral” s’il existe un ouvert de Zariski non vide U du
sche´ma affine associe´ a` H tel que P soit vraie pour tout h ∈ U . Puisque k est infini, un
tel ouvert a des points rationnels.
Lemme 1.4. On reprend les notations de 1.0. Soit n ∈ Z. On pose σ = σn. Les
assertions suivantes sont e´quivalentes :
1) Pour s ge´ne´ral dans N ′n on a une suite exacte 0→ OP(−n)
s
−→N → E → 0 avec E sans
torsion.
2) On a les deux conditions suivantes :
a) Pour tout point x de codimension 1 de P3, on a rang σ(x) ≥ 1,
b) on a — ou bien rang σ ≥ 2,
— ou bien rang σ = 1, Imσ ≃ OP(−n) et N /Imσ sans torsion.
De´monstration. Quitte a` changer N en N (n) on peut supposer n = 0. Montrons 1⇒ 2.
L’hypothe`se implique q♯(n) ≥ 1 et la proposition 1.3 montre alors que rang σ et rang σ(x)
sont ≥ 1. Supposons rang σ = 1. Comme Imσ/Im s s’injecte dans E il est sans torsion.
Comme Imσ et Im s ≃ OP sont tous deux de rang 1, ils sont e´gaux et on a la condition
requise.
2 ⇒ 1. Si rang σ = 1 on a Imσ ≃ OP et on peut prendre pour s n’importe quel
e´le´ment non nul de N ′0.
Supposons rang σ ≥ 2. On conside`re le sous-sche´ma ferme´ re´duit Z de P(N ′0) × P
3
adhe´rence de l’ensemble des couples (s, x) tels que s(x) = 0. Si on note d la dimension
de P(N ′0) il suffit de montrer qu’on a dimZ ≤ d + 1. En effet, pour s ge´ne´ral dans N
′
0
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la fibre Z(s) sera de dimension ≤ 1 ce qui assurera que Coker s est localement libre en
codimension 1, donc sans torsion, cf. [MDP1] IV 1.2.
Au point ge´ne´rique ξ de P3 on a rang σ(ξ) ≥ 2 donc la fibre Z(ξ) est de dimension
≤ d−2. En un point x de codimension 1 on a rang σ(x) ≥ 1 donc dimZ(x) ≤ d−1. Enfin,
en un point de codimension ≥ 2 les fibres sont de dimension ≤ d. En de´finitive on a bien
dimZ ≤ d+ 1.
The´ore`me 1.5. On reprend les notations de 1.0. Soit P un faisceau dissocie´ de
fonction caracte´ristique p. Soit H le sous-espace vectoriel de HomOP(P,N ) forme´ des
homomorphismes “a` valeurs dans N ′” (i.e. tels que l’on ait u(H0∗P) ⊂ N
′). Les conditions
suivantes sont e´quivalentes :
1) Pour u ge´ne´ral dans H, on a une suite exacte 0 → P
u
−→N → E → 0 avec E sans
torsion.
2) La fonction p ve´rifie :
i) p♯(n) ≤ q♯(n) pour tout n,
ii) s’il existe n ∈ Z avec p♯(n) = q♯(n) = rang σn, on a un isomorphisme P≤n ≃
NN ′,≤n.
De´monstration. 1) ⇒ 2). Comme N /P≤n est sans torsion la condition i) re´sulte de la
de´finition de la fonction q.
Montrons l’assertion ii). Soit n ve´rifiant p♯(n) = q♯(n) = rang σn. On a le diagramme
commutatif de suites exactes
0 → P≤n
u
−→ NN ′,≤n → F → 0
‖ ↓
yj
0 → P≤n → N → N /P≤n → 0
Comme j est injective, le faisceau F = Cokeru est sans torsion. Mais, les faisceaux P≤n
et NN ′,≤n sont tous deux de rang p♯(n) = q♯(n) = rang σn, donc F est nul et u est un
isomorphisme.
2)⇒ 1). On proce`de par re´currence sur le rang de P. Le cas rangP = 0 est trivial.
Supposons rangP ≥ 1. Soit a = supP. Si on a p♯(a) = q♯(a) = rang σa, la condition
ii) montre qu’on a un isomorphisme P ≃ NN ′,≤a. De plus, le quotient N /NN ′,≤a est sans
torsion. En effet, par de´finition de q♯(a), il existe un sous-faisceau dissocie´ P ′ de N , de rang
q♯(a), avec supP ′ ≤ a et N /P ′ sans torsion. On a donc une injection j : P ′ → NN ′,≤a.
Comme ces faisceaux ont meˆme rang, Coker j est de torsion. Mais, par le lemme du serpent,
Coker j s’injecte dans N /P ′ qui est sans torsion, donc il est nul et j est un isomorphisme.
Si u est un e´le´ment ge´ne´ral de H, u induit un isomorphisme de P sur NN ′,≤a, donc Cokeru
est sans torsion, d’ou` la conclusion.
Ce cas e´tant maintenant exclu on conside`re la fonction p′ de´finie par p′(n) = p(n)
pour n < a et p′(a) = p(a)− 1. Cette fonction ve´rifie les meˆmes conditions que p de sorte
que si on pose P ′ =
⊕
n∈ZOP(−n)
p′(n) on peut appliquer l’hypothe`se de re´currence a` P ′.
Si u′ est un homomorphisme ge´ne´ral a` valeurs dans N ′ on a donc une suite exacte :
0→ P ′
u′
−→N → E ′ → 0
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avec E ′ sans torsion. On note E′ l’image de N ′ dans H0∗E
′ et on applique le lemme 1.4 a`
E ′ et a` l’entier a. En un point x de codimension ≤ 1 de P3 le faisceau E ′ est localement
libre et on a le diagramme commutatif de suites exactes :
0 → H0P ′(a)⊗ k(x) → N ′a ⊗ k(x) → E
′
a ⊗ k(x) → 0
↓
yσ(x) yσ′(x)
0 → P ′ ⊗ k(x) → N ⊗ k(x) → E ′ ⊗ k(x) → 0
ou` l’on a pose´ σ = σN ,N ′,a et σ
′ = σE′,E′,a.
En un tel point x on a, en vertu de 1.3, rang σ(x) ≥ q♯(a) ≥ p♯(a) et, comme P ′ est
de rang p♯(a) − 1, on en de´duit rang σ′(x) ≥ 1. Si le rang de σ′ e´tait e´gal a` 1 on aurait
rang σ = q♯(a) = p♯(a) or c’est le cas exclu ci-dessus.
On a donc rang σ′ ≥ 2 et, en vertu de 1.4 on obtient, pour v′ ge´ne´ral dans E′a, une
suite exacte
0→ OP(−a)
v′
−→E ′ → E → 0
avec E sans torsion ; la fle`che v′ se rele`ve en v : OP(−a) → N a` valeurs dans N ′ et si on
pose u = v + u′, u est ge´ne´ral et on a Cokeru = E comme annonce´.
Remarque 1.6. La condition 2) ii) du the´ore`me signifie que le faisceauNN ′,≤n (isomorphe
a` P≤n) est “obligatoire” : c’est l’unique sous-faisceau L de N , dissocie´ et de rang q♯(n),
qui satisfait les conditions de 1.1 : supL ≤ n et N /L sans torsion.
Proposition 1.7. On suppose N non dissocie´ et de rang r.
1) On a, pour tout n, q♯(n) ≤ r − 1,
2) Si on suppose, de plus, que N ′n engendre N pour n≫ 0 on a q
♯(n) = r−1 pour n≫ 0.
De´monstration. 1) Il est clair qu’on a q♯(n) ≤ r − 1. En effet, si P est un sous-faisceau
dissocie´ de rang r de N (ne´cessairement distinct de N ), le quotient a de la torsion.
2) On raisonne par re´currence sur r. Pour r = 1 il n’y a rien a` de´montrer. Si
r ≥ 2 on prend n ≫ 0 et on applique le lemme 1.4 a` N et n. Par hypothe`se on a
rang σn(x) ≥ 2 en tout point, d’ou` une section s avec un quotient E sans torsion. Le module
image E′ ⊂ H0∗E satisfait les meˆmes hypothe`ses que N
′. On a donc, par l’hypothe`se de
re´currence, q♯E,E′(n) = r− 2 pour n grand, donc un sous-faisceau dissocie´ P ⊂ E , de rang
r − 2, a` valeurs dans E′ et a` quotient sans torsion. La fle`che P → E se rele`ve a` N et la
conside´ration du sous-faisceau OP(−n)⊕ P de N montre qu’on a q♯N ,N ′(n) ≥ r − 1.
c) Le cas des courbes.
Si on part d’un faisceau N re´flexif et non dissocie´ on obtient le corollaire suivant :
Corollaire 1.8. On suppose que N est re´flexif et non dissocie´ de rang r. Soit P
un faisceau dissocie´ de rang r − 1 et de fonction caracte´ristique p. Soit H le sous-espace
vectoriel de HomOP(P,N ) forme´ des homomorphismes a` valeurs dans N
′. Les conditions
suivantes sont e´quivalentes :
i) Pour u ge´ne´ral dans H, on a une suite exacte :
(∗) 0→ P
u
−→N → JC(h)→ 0
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ou` C est une courbe de P3 et h un entier.
ii) La fonction p ve´rifie les deux conditions suivantes :
1) on a p♯(n) ≤ q♯(n) pour tout n ∈ Z,
2) s’il existe n tel que l’on ait p♯(n) = q♯(n) = rang σn on a un isomorphisme P≤n ≃
NN ′,≤n.
Il existe des fonctions p ve´rifiant les conditions i) et ii) ci-dessus si et seulement si on a
q♯(n) = r − 1 pour n ≫ 0. Dans ce cas, la fonction q elle-meˆme convient et la valeur
minimale du de´calage h correspond au cas p = q et est e´gale a`
∑
n∈Z nq(n) + degN .
De´monstration. Le sens i) ⇒ ii) vient de 1.5. Re´ciproquement, on a, en vertu de 1.5,
un homomorphisme injectif u : P → N dont le conoyau E est un faisceau sans torsion de
rang 1 donc l’ide´al tordu JZ(h) d’un sous-sche´ma Z de P
3 de dimension ≤ 1. Comme
N n’est pas dissocie´, Z n’est pas vide. Par ailleurs, comme N (resp. P) est re´flexif on a
prof JZ,x ≥ 2 en tout point ferme´ de P3, donc prof OZ,x ≥ 1 et, a fortiori dimOZ,x ≥ 1,
de sorte que Z est une courbe.
S’il existe une fonction p ve´rifiant les conditions ci-dessus, on a p♯(n) = r − 1 pour
n ≫ 0 donc aussi q♯(n) = r − 1 pour n ≫ 0 par ii) et 1.7. Re´ciproquement, si on a
cette condition, il existe, par de´finition de q, un sous-faisceau P de N , dissocie´ de fonction
caracte´ristique q dont le quotient N /P est sans torsion de rang 1, donc, par le meˆme
argument que ci-dessus, c’est un ide´al tordu, de sorte que q convient. Enfin, la condition
p♯ ≤ q♯, jointe a` la formule
∑
n∈Z nq(n) = −
∑
n∈Z q
♯(n), montre que le de´calage est
minimal dans le cas de la fonction q.
Remarques 1.9.
1) L’existence d’un faisceau dissocie´ P ve´rifiant les conditions de 1.8 de´pend essentiellement
du sous-module N ′. Pre´cise´ment, on a vu ci-dessus que cette existence e´quivaut a` la
condition q♯N ,N ′(n) = r − 1 pour n ≫ 0. D’apre`s 1.7 cette condition est satisfaite si
N ′n engendre N pour n ≫ 0. Dans certains cas il n’y a pas de faisceau P ve´rifiant les
conditions de 1.8 (par exemple si N ′ est nul et N de rang ≥ 2).
2) Si le faisceau N est dissocie´ le corollaire est en de´faut lorsque u (a` valeurs dans N ′)
identifie P a` un facteur direct de N car le quotient est alors un faisceau OP(n). Dans le
cas N ′ = N la fonction q est la fonction caracte´ristique de N et on ve´rifie facilement que
le seul cas a` e´carter est celui ou` l’on a p(n) ≤ q(n) pour tout n.
d) Calcul de la fonction q.
De´finition 1.10. Avec les notations de 1.0 on pose αn = αn(N , N ′) = rang σn et
βn = βn(N , N
′) = Min {rang σn(x) |x ∈ P
3, x de codimension 1}.
Remarque 1.11. On a βn ≤ αn ≤ rangN . En vertu de 1.3 on a aussi q♯(n) ≤ βn ≤ αn.
La proposition suivante e´tudie le cas d’e´galite´ q♯(n) = αn et le phe´nome`ne de´ja` ren-
contre´ en 1.5 (l’existence d’une partie “obligatoire” pour N ) :
Proposition 1.12. Soit a ∈ Z. On suppose qu’on a q♯(a) = αa, c’est-a`-dire qu’il existe
un sous-faisceau dissocie´ L ⊂ N ve´rifiant H0∗L ⊂ N
′, supL ≤ a, rangL = αa = rang σa
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et N /L sans torsion. Alors, on a ne´cessairement L = NN ′,≤a et, en posant L = H
0
∗L,
L = N ′≤a. Si l est la fonction caracte´ristique de L on a l
♯(n) = αn = βn = q
♯(n) pour
n ≤ a et l♯(n) = αa pour n > a.
De´monstration. On pose K = N /L et le lemme du serpent montre que dans le dia-
gramme :
0 → L → N → K → 0yj ‖ yp
0 → NN ′,≤a → N → KN ′,a → 0
le noyau F de p est isomorphe au conoyau de j. Comme K est sans torsion il en est de
meˆme de F , ce qui, puisque L et NN ′,≤a sont tous deux de rang αa, montre que j est un
isomorphisme. Comme L = H0∗L est inclus dans N
′, donc aussi dans N ′≤a, cela montre
aussi l’e´galite´ L = N ′≤a.
Comme L est libre, on en de´duit, pour n ≤ a, L≤n = N ′≤n, d’ou` l
♯(n) = rangL≤n =
rangN ′≤n = αn = βn. Il est clair queN /L≤n est sans torsion et on a donc aussi αn = q
♯(n).
Enfin, comme supL ≤ a, on a l♯(n) = l♯(a) = αa pour n > a.
Comme N est sans torsion tout entier n ≪ 0 ve´rifie la condition q♯(n) = αn = 0 et
on peut donc poser la de´finition suivante :
De´finition 1.13. Avec les notations de 1.0, on de´finit l’entier b0 = b0(N , N ′) (1) comme
le plus grand entier n qui ve´rifie q♯(n) = rang σn = αn. Si tous les entiers n conviennent
on pose b0 = +∞.
La proposition suivante, qui est imme´diate a` partir de 1.12, sera utile pour le calcul
explicite de b0 :
Proposition 1.14. Soit a ∈ Z. Les conditions suivantes sont e´quivalentes :
i) on a a ≤ b0,
ii) on a q♯(a) = αa,
iii) il existe un sous-faisceau dissocie´ L ⊂ N ve´rifiant H0∗L ⊂ N
′, supL ≤ a, rangL =
rang σa et N /L sans torsion,
iv) le sous-module N ′≤a de N
′ est libre de rang αa et le quotient N/N
′
≤a est sans torsion.
The´ore`me 1.15. La fonction q se calcule comme suit :
1) pour n ≤ b0 on a q
♯(n) = αn = βn,
2) pour n > b0 on a q
♯(n) = inf (αn − 1, βn).
De´monstration. L’assertion 1) re´sulte de 1.12. Supposons n > b0 (donc N 6= 0). On
a q♯(n) < αn par de´finition de b0 et q
♯(n) ≤ βn par 1.11, donc q♯(n) ≤ inf (αn − 1, βn).
Re´ciproquement, posons dn = dn(N , N ′) = inf (αn − 1, βn) et montrons, par re´currence
sur le rang de N , qu’on a q♯(n) ≥ dn, c’est-a`-dire qu’on a un sous-faisceau dissocie´ P de
N , en degre´s ≤ n, de rang dn, a` quotient sans torsion. Si dn est nul il n’y a rien a` montrer.
(1) Par rapport aux notations usuelles de [MDP] 1,3 on a pose´ b0 = a0 − 1.
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Supposons dn ≥ 1. En vertu de 1.4 il existe une suite exacte 0→ OP(−n)
s
−→N → E → 0
avec s a` valeurs dans N ′ et E sans torsion. Soit E′ l’image de N ′ dans H0∗E . On a le
lemme suivant :
Lemme 1.16. On a dn(E , E′) ≥ dn(N , N ′)− 1.
De´monstration. (de 1.16) Soit x un point de codimension ≤ 1 de P3. On a le diagramme
de suites exactes suivant :
0 → k(x) → N ′n ⊗k k(x) → E
′
n ⊗k k(x) → 0
↓
yσn(x) yσ′n(x)
0 → OP(−n)⊗OP k(x) → N ⊗OP k(x) → E ⊗OP k(x) → 0
dont on de´duit l’ine´galite´ rang σ′n(x) ≥ rang σn(x)− 1, d’ou` αn(E , E
′) ≥ αn(N , N
′)− 1 et
βn(E , E′) ≥ βn(N , N ′)− 1 et la conclusion du lemme.
On peut alors finir de prouver 1.15. En vertu de l’hypothe`se de re´currence on a, dans
tous les cas, q♯E,E′(n) ≥ dn(E , E′) ≥ dn(N , N ′) − 1. Par de´finition de la fonction q cela
signifie qu’il existe un sous-faisceau dissocie´ P ′ de E , de rang ≥ dn(N , N ′) − 1, en degre´s
≤ n, avec E/P ′ sans torsion. La fle`che P ′ → E se rele`ve a` N et OP(−n) ⊕ P ′ fournit le
faisceau P cherche´.
2. Construction de familles de courbes.
Dans tout ce paragraphe on travaille sur un anneau noethe´rien local A d’ide´al maximal
mA. On pose T = SpecA et on de´signe par t le point ferme´ de T et par k(t) le corps re´siduel.
On suppose k(t) infini, cf. 2.11 pour une variante lorsque k(t) est fini.
a) Re´sultats pre´liminaires .
De´finition 2.1. On dit que le faisceau N est sans torsion dans la fibre spe´ciale si le
faisceau Nt est sans torsion.
Proposition 2.2. On suppose qu’on a une suite exacte F
u
−→G → H → 0 de faisceaux
cohe´rents sur P3A avec G plat sur A (
2) et F dissocie´. Alors, les conditions suivantes sont
e´quivalentes :
a) u est injectif et H est plat sur A,
b) ut : Ft → Gt est injectif au point ferme´ t de T .
De´monstration.
Cela re´sulte du crite`re local de platitude, cf. [EGA] 0III 10.2.4 et de [EGA] IV, 11,
Note de la page 118.
Nous faisons maintenant le lien avec la situation du paragraphe 1.
Soit N un faisceau cohe´rent sur P3A et soit ρ : H
0
∗(P
3
A,N ) ⊗A k(t) → H
0
∗ (P
3
k(t),Nt)
l’homomorphisme canonique. On note N ′ l’image de ρ dans N = H0∗Nt. En ge´ne´ral N
′ est
(2) Dans ce paragraphe, la platitude est toujours sous-entendue sur A.
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diffe´rent de N (dire que N ′ = N signifie que H0∗N commute au changement de base, cf.
[AG] III 12.11). Dans toute la suite nous utilisons les re´sultats du paragraphe 1 applique´s
au faisceau Nt et au sous-module N ′. On notera que, si N est plat sur A et n ≫ 0,
H0N (n) commute au changement de base, donc que N ′n engendre Nt, cf. 1.7.
Corollaire 2.3. Soit N un faisceau cohe´rent sur P3A, plat et sans torsion dans la fibre
spe´ciale, soit N ′ = Im ρ comme ci-dessus et soit P un faisceau dissocie´ sur P3A de fonction
caracte´ristique p. Les proprie´te´s suivantes sont e´quivalentes :
1) Il existe une suite exacte de faisceaux sur P3A
0→ P
u
−→N → E → 0
avec E plat et sans torsion dans la fibre spe´ciale.
2) Il existe une suite exacte de faisceaux sur P3k(t)
0→ Pt
u0−→Nt → E0 → 0
avec u0 a` valeurs dans N
′ et E0 sans torsion.
De´monstration. Le sens 1)⇒ 2) est imme´diat en tensorisant par k(t) puisque E est plat
sur A (comme ut provient de u il est bien a` valeurs dans N
′). Dans l’autre sens, comme
Pt = H
0
∗Pt est libre sur R, la fle`che Pt → N
′ se rele`ve en Pt → H0∗N ⊗A k(t) puis en
P → H0∗N et induit u : P → N avec ut = u0. On conclut avec 2.2.
b) Construction de familles de courbes.
Nous de´finissons les invariants associe´s a` un faisceau N sur P3A ; ce sont ceux du
faisceau Nt relatifs au sous-module N ′ :
De´finition 2.4. Soit N un faisceau cohe´rent sur P3A, plat et sans torsion dans
la fibre spe´ciale. On conside`re l’homomorphisme canonique ρ : H0∗(P
3
A,N ) ⊗A k(t) →
H0∗ (P
3
k(t),Nt) et on note N
′ son image.
On pose alors Nt,≤n = (Nt)N ′,≤n, αn(N ) = αn(Nt, N ′), βn(N ) = βn(Nt, N ′), b0(N ) =
b0(Nt, N
′), qN = qNt,N ′ . S’il n’y a pas d’ambigu¨ıte´ sur le faisceau N ces invariants seront
note´s simplement αn, βn, b0, q.
SoientH un A-module de type fini, H = H⊗Ak(t) le k(t)-espace vectoriel de dimension
finie obtenu par re´duction modulo mA et pi : H → H la projection canonique. Nous dirons
qu’une proprie´te´ P des e´le´ments de H est vraie pour h “ge´ne´ral”dans H s’il existe un
ouvert de Zariski non vide U du sche´ma affine associe´ a` H tel que P soit vraie pour tout
h ∈ pi−1(U). Puisque k(t) est infini, un tel ouvert a des points rationnels, et son image
re´ciproque pi−1(U), conside´re´e comme sous-ensemble du A-module H, n’est pas vide.
Avec ces notations et compte tenu de la de´finition de b0, le corollaire 2.3, joint a` 1.5,
donne aussitoˆt le the´ore`me suivant :
The´ore`me 2.5. On suppose que le faisceau N est plat et sans torsion dans la fibre
spe´ciale. Soit P un faisceau dissocie´ de fonction caracte´ristique p. Les conditions suivantes
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sont e´quivalentes :
i) Pour u ge´ne´ral dans H = HomOP(P,N ), on a une suite exacte
0→ P
u
−→N → E → 0
ou` E est plat et sans torsion dans la fibre spe´ciale.
ii) La fonction p ve´rifie les conditions 1) et 2) ci-dessous :
1) on a p♯(n) ≤ q♯(n) pour tout n ∈ Z,
2) s’il existe n ≤ b0 tel que l’on ait p♯(n) = q♯(n) on a un isomorphisme (P≤n)t ≃
Nt,≤n.
La fonction q ve´rifie les conditions i) et ii) ci-dessus.
Dans le cas des courbes on a le re´sultat suivant :
The´ore`me 2.6. Soit N un faisceau sur P3A, localement libre de rang r et non dissocie´.
Soit P =
⊕
n∈ZOPA(−n)
p(n) un faisceau dissocie´ de rang r − 1. Alors, les conditions
suivantes sont e´quivalentes :
i) Pour u ge´ne´ral dans H = HomOP(P,N ), on a une suite exacte :
0→ P
u
−→N → JC(h)→ 0
ou` C est une famille de courbes de P3A, plate sur A.
ii) La fonction p ve´rifie les conditions suivantes :
1) on a p♯(n) ≤ q♯(n) pour tout n ∈ Z,
2) s’il existe n ≤ b0 tel que l’on ait p♯(n) = q♯(n) on a un isomorphisme (P≤n)t ≃
Nt,≤n.
La fonction q ve´rifie les conditions i) et ii) ci-dessus. La valeur minimale du de´calage h est
e´gale a`
∑
n∈Z nq(n)+degN . La famille de courbes correspondant a` ce de´calage minimum
est donne´e par une re´solution comme ci-dessus, avec p = q.
De´monstration. Il reste a` prouver ii) ⇒ i). En vertu de 2.5 on a un homomorphisme
injectif u : P → N dont le conoyau E est un faisceau de rang 1, plat et sans torsion dans
la fibre spe´ciale. Par ailleurs, comme N (resp. P) est localement libre de rang r (resp.
r − 1) on a un isomorphisme N (−d) ≃ ∧r−1N∨ (resp. OP3
A
(−e) ≃ ∧r−1P∨) ou` d (resp.
e) est le degre´ de N (resp. P). On en de´duit un complexe
0→ P
u
−→N
∧r−1u∨(d)
−→ OP3
A
(h)
avec h = d− e. Le conoyau de ∧r−1u∨(d) est de la forme OC(h) ou` C est un sous-sche´ma
ferme´ de P3A. Comme E est sans torsion dans la fibre spe´ciale il re´sulte du the´ore`me de
Hilbert-Burch, cf. par exemple [MDP1] II, 1.1 que le complexe ci-dessus est une suite
exacte dans la fibre spe´ciale, donc une suite exacte sur P3A en vertu de 2.2 applique´ a` la
suite E
u
−→OP3
A
(h) → OC(h) → 0. De plus, comme N n’est pas dissocie´, C est non vide
donc est une famille de courbes (cf. [MDP3] III 1.7) plate sur A en vertu du crite`re local
de platitude.
Comme N ′n engendre Nt pour n ≫ 0 on a q
♯(n) = r − 1 pour n ≫ 0 (cf. 1.9.1), de
sorte que q ve´rifie les conditions de 2.6. Enfin, la condition p♯ ≤ q♯, jointe a` la formule∑
n∈Z nq(n) = −
∑
n∈Z q
♯(n), montre que le de´calage est minimal dans le cas de la fonction
q.
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Corollaire 2.7. Soit N un faisceau localement libre de rang r sur P3A. Il existe une
famille C de courbes lisses et connexes de P3A, plate sur A, et un entier h tels que C admette
une re´solution de type N de la forme :
0→ P → N → JC(h)→ 0.
De´monstration. On choisit un entier n assez grand pour que H0N (n) commute au
changement de base et que N (n − 1) soit engendre´ par ses sections globales. On pose
P = OP(−n − 1)r−1. On montre comme ci-dessus qu’un homomorphisme ge´ne´ral
u : P → N a pour conoyau l’ide´al tordu d’une famille plate de courbes C (comme les
degre´s dans P ont e´te´ choisis assez grands il n’est pas ne´cessaire de supposer N non dis-
socie´ ici). De plus, les hypothe`ses montrent que la courbe spe´ciale est lisse connexe (en
toute caracte´ristique), cf. [K] Th. 3.3, donc aussi les autres.
c) Application a` la biliaison.
Nous de´crivons maintenant les familles de courbes qui sont minimales dans les classes
de biliaison.
Rappelons d’abord, cf. [HMDP1] que les classes de biliaison correspondent, via les
re´solutions de type N, aux classes de faisceaux localement libres pour la relation de pseudo-
isomorphisme et qu’une telle classe contient un faisceau localement libre N0 extraverti
(c’est-a`-dire ve´rifiant Ext 1RA(H
0
∗N0, RA) = H
1
∗N
∨
0 = 0), minimal (i.e. sans facteur direct
dissocie´), unique a` isomorphisme pre`s, cf. [HMDP1] 2.14.
Nous aurons besoin aussi de la notion de de´formation a` cohomologie uniforme :
De´finition 2.8. Posons S = SpecA[λ] et soit Ω un ouvert de S. On note AΩ l’ensemble
des a ∈ A tels que la section λ = a soit contenue dans Ω. Soit C → Ω une famille plate de
courbes. Pour a ∈ AΩ on note Ca la famille de courbes (parame´tre´e par A) correspondante.
Si les points a et b sont dans AΩ on dit que C est une de´formation joignant Ca et Cb. On
dit que cette de´formation est a` cohomologie uniforme si, pour tout s ∈ SpecA, tout
i = 0, 1, 2 et tout n ∈ Z la fonction a → hi(JCa ⊗A k(s))(n) est constante sur AΩ (mais
attention, cette dimension peut varier avec s).
Avec ces notations on a le re´sultat suivant :
Corollaire 2.9. Soit N0 un faisceau localement libre extraverti minimal. Posons
q = qN0 et h0 =
∑
n∈Z nq(n) + degN0.
1) Il existe une famille de courbes C0 et une re´solution 0→ P0
v
−→N0 → JC0(h0)→ 0 avec
P0 dissocie´.
2) Si C1 est une famille de courbes de la classe de biliaison de C0, elle admet une re´solution
0→ P → N0 ⊕ L → JC1(h)→ 0 avec L dissocie´ et on on a h ≥ h0. Si d et g (resp. d0 et
g0) sont respectivement le degre´ et le genre de C1 (resp. C0) on a d ≥ d0 et g ≥ g0.
3) Re´ciproquement, pour tout h ≥ h0, il existe une famille de courbes C1 avec une re´solution
comme ci-dessus.
4) Si on a h = h0, les familles C0 et C1 sont jointes par une de´formation a` cohomologie
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uniforme. On dit que C0 est une famille minimale de courbes de la classe de biliaison
associe´e a` N0.
De´monstration. L’existence de C0 et de la suite exacte vient de 2.6. Le faisceau P0 est
un faisceau dissocie´ de fonction caracte´ristique q.
Soit C1 une famille de courbes de la classe de biliaison de C0. D’apre`s [HMDP1] 2.22
il existe une re´solution de type N extravertie de C1, avec un faisceau N . D’apre`s [HMDP1]
3.2, ce faisceau est pseudo-isomorphe a` N0(h′) pour un de´calage h′ convenable. Il re´sulte
alors de [HMDP1] 2.14 que l’on a (a` de´calage pre`s) N = N0⊕L avec L dissocie´ de fonction
caracte´ristique l. On ve´rifie aussitoˆt la formule qN
♯(n) = qN0
♯(n) + l♯(n) (cf. [MDP1] IV
2.9) et on en de´duit h ≥ h0. Les assertions sur degre´ et genre re´sultent de [MDP1] IV 5.2
et 5.3 applique´s au point t.
Le point 3) s’obtient en faisant des biliaisons e´le´mentaires triviales, cf. [HMDP1] 1.6,
a` partir de C0.
Supposons maintenant h = h0. On a une suite exacte 0→ P
u
−→N0⊕L → JC1(h0)→ 0
et, comme h0 est le minimum possible, le faisceau dissocie´ P a pour fonction caracte´ristique
qN (cf. 2.6), donc s’e´crit P = P0 ⊕ L avec P0 comme ci-dessus.
Posons u =t (u1, u2) ou` u2 va de P0 ⊕ L dans L. Nous allons montrer que u2 admet
une section. Par re´currence sur le rang de L on se rame`ne au cas L = OP3
A
(−a) et il faut
montrer que la matrice u2 a un coefficient qui est une constante inversible. On a la suite
exacte
0→ (P0)≤a ⊕OP3
A
(−a)
w
−→N0 ⊕OP3
A
(−a)→ E → 0
ou` E , qui est extension de JC1(h0) par le faisceau dissocie´ P>a, est encore plat et sans
torsion dans la fibre spe´ciale. Posons w =t (w1, w2) et soit F = Cokerw1. Si w2 n’a pas
de coefficient constant inversible elle est nulle au point ferme´ t et on en de´duit que (w1)t
est injective et que Ft est facteur direct de Et, donc sans torsion. Mais, cela implique
qN0
♯(a) + 1 ≤ qN0
♯(a), ce qui est absurde.
L’existence de la section de u2 permet de “simplifier” les facteurs L c’est-a`-dire
d’obtenir une suite exacte 0→ P0
u
−→N0 → JC1(h0)→ 0.
On conside`re alors l’homomorphisme wλ = λu+ (1− λ)v : P0 ⊗A A[λ]→ N0 ⊗A A[λ]
et son image wλ = λu + (1 − λ)v au point ferme´. En vertu de 2.6 et de la de´finition de
“ge´ne´ral”, il existe un ouvert affine Ω = Spec Λ de la droite affine SpecA[λ], contenant les
points 0 et 1 de la fibre ferme´e, donc aussi les sections λ = 0 et λ = 1, tel que, sur cet
ouvert, wλ de´finit une famille plate de courbes sur A. On conside`re alors la suite exacte
de faisceaux sur P3Ω :
P0 ⊗A Λ
wλ−→N0 ⊗A Λ→ EΛ → 0.
En vertu de 2.2 applique´ aux localise´s de A[λ], on voit que wλ est injectif et que son
conoyau est plat, donc de´finit une famille de courbes C parame´tre´e par Ω, dont les sections
correspondant a` λ = 0 et λ = 1 sont respectivement C0 et C1, comme annonce´. Comme les
familles Ca pour a ∈ AΩ ont toutes pour re´solution 0→ P0 → N0 → JCa(h) → 0, on voit
que la de´formation est a` cohomologie uniforme.
Corollaire 2.10. (Proprie´te´ de Lazarsfeld-Rao) Soit C0 une famille minimale de courbes
et C une famille de courbes de la classe de biliaison de C0. Alors, il existe un entierm ≥ 0 et
13
une suite de courbes C0, C1, · · · , Cm telle que Ci+1 s’obtienne a` partir de Ci par une biliaison
e´le´mentaire (cf. [HMDP1] ) et C a` partir de Cm par une de´formation a` cohomologie
uniforme.
De´monstration. La de´monstration originelle de Lazarsfeld et Rao (cf. [MDP1] IV 5.1)
s’applique presque sans changement. Elle repose sur le corollaire 2.9, la seule diffe´rence
e´tant qu’on doit trouver une famille plate de surfaces (au lieu d’une seule surface) pour
effectuer une biliaison. Il suffit pour cela de faire le raisonnement habituel au point ferme´.
Remarque 2.11. Si le corps k(t) est fini, les assertions d’existence de 2.5, 2.6, 2.9 et 2.10
restent vraies a` condition de remplacer e´ventuellement A par un anneau local B fini et
e´tale sur A.
3. Exemples.
a) Un algorithme de calcul.
Soit A un anneau local noethe´rien, T = SpecA et t le point ferme´ de T .
Conside´rons la situation suivante : on se donne deux RA-modules libres gradue´s L1
et L2 et un homomorphisme de degre´ 0, s : L2 → L1, donne´ par une matrice a` coefficients
homoge`nes dans RA que l’on note encore s. Soit s˜ : L2 → L1 la fle`che de faisceaux associe´e a`
s. On poseN = Im s˜ etK = Coker s˜ ; on a donc la suite exacte (∗) : 0→ N → L1 → K → 0
et on fait les deux hypothe`ses suivantes :
1) K est localement libre. Cette condition se traduit en termes matriciels : si r est le
rang de st : L2,t → L1,t (c’est-a`-dire la dimension d’un plus grand mineur non nul de la
matrice st) K est localement libre si et seulement si les r-mineurs de st de´finissent le vide
dans P3k(t).
2) la fle`che L2 → N = H
0
∗N induite par s est surjective.
On notera que tout faisceau localement libre N sur P3A peut s’obtenir de cette
manie`re : pour obtenir L1 il suffit de conside´rer le dual N
∨ de N et de prendre une
pre´sentation libre L∨1 → H
0
∗N
∨ → 0 et pour obtenir L2 de prendre une pre´sentation libre
L2 → N = H0∗N → 0.
Nous montrerons, dans [HMDP3], comment obtenir syste´matiquement des faisceaux
N dits triadiques, munis de suites exactes
0→ N → L1 → L0 → L−1 → 0,
avec les Li dissocie´s qui conduisent naturellement a` de telles e´critures.
On se propose de calculer les invariants αn = αn(N ), βn = βn(N ), b0 = b0(N ) et la
fonction q = qN (cf. 2.4).
On pose L2 =
⊕
k∈ZRA(−k)
l2(k) et L2,≤n =
⊕
k≤nRA(−k)
l2(k) et on appelle sn la
restriction de s a` L2,≤n (ou la matrice correspondante) et sn,t sa valeur au point ferme´ de
T . On a alors les re´sultats suivants :
Proposition 3.1. Soit n ∈ Z.
1) On a αn = rang sn,t , de sorte que αn est le plus grand entier α tel que sn,t ait un
α-mineur non nul.
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2) L’entier βn est le plus grand entier β tel que les β-mineurs de sn,t soient sans facteur
commun dans R.
3) Un entier n est ≤ b0 si et seulement si il ve´rifie:
a) αn = βn,
b) le sous-R-module F de L1,t engendre´ par les colonnes de la matrice sn,t est libre
de rang αn.
En particulier, si inf L2 est le plus petit entier n tel que l2(n) soit non nul, on a b0 ≥ inf L2.
De´monstration. Conside´rons σN ′,n : OP(n)⊗kN ′n → Nt. Il s’agit de de´terminer le rang
de σN ′,n aux points de codimension ≤ 1 de P3. Comme L2,t → N ′ est surjectif il revient
au meˆme de calculer le rang de s′n,t ou` s
′
n,t : (L2,≤n)t → Nt est induite par sn,t. Comme
la suite (∗) est localement scinde´e, il revient encore au meˆme de calculer le rang de s˜n,t ou`
s˜n,t : (L2,≤n)t → L1,t a pour matrice sn,t et on en de´duit aussitoˆt 1) et 2).
Pour l’assertion 3), supposons d’abord n ≤ b0. On a alors αn = βn (cf. 1.12). De
plus, en vertu de 1.14, le sous-module N ′≤n de H
0Nt est libre de rang αn. Mais, comme
(L2,≤n)t → N ′≤n est surjectif et Nt → L1,t injectif, N
′
≤n n’est autre que F .
Re´ciproquement, si on a les conditions a) et b) ci-dessus, on conside`re le faisceau
L = L2,≤n. Comme F est libre de rang αn, on peut, quitte a` faire un changement de base
et a` supprimer e´ventuellement des colonnes de s, supposer que L est dissocie´ de rang αn.
La fle`che sn,t est alors injective et, comme on a αn = βn, son conoyau est sans torsion (cf.
[MDP3] II 2.2) et on conclut par 1.14.
b) Exemples.
Nous donnons quelques exemples tre`s simples d’application de la me´thode ci-dessus.
Le lecteur qui souhaiterait avoir plus d’exemples, ou des exemples plus complexes, ou encore
comprendre comment ces exemples sont construits, ou enfin quelles sont les relations de
ces exemples avec les spe´cialisations dans le sche´ma de Hilbert, se reportera a` [HMDP3].
Dans tout ce qui suit on suppose que A est une k-alge`bre qui est un anneau de
valuation discre`te d’uniformisante a.
Les exemples ci-dessous sont tous construits de la meˆme fac¸on : on prend une suite
exacte de R = k[X, Y, Z, T ]-modules libres gradue´s : M2
σ2−→M1
σ1−→M0 telle que le faisceau
Coker σ˜1 soit localement libre. On obtient par exemple une telle suite en prenant trois
termes conse´cutifs dans la re´solution libre d’un R-module de longueur finie. On conside`re
alors s : L2 = (M1 ⊗k A) ⊕ (M2 ⊗k A) → L1 = (M0 ⊗k A) ⊕ (M1 ⊗k A) donne´ par la
matrice
s =
(
σ1 0
a I σ2
)
.
On ve´rifie que Coker s˜ est localement libre, de sorte qu’on peut appliquer 3.1 a` N = Im s˜
(L2 → N est surjective).
Dans les exemples 3.2 et 3.3 on part de la re´solution du R-module k = R/(X, Y, Z, T )
donne´e par le complexe de Koszul associe´ a` la suite re´gulie`re U = (X, Y, Z, T ) :
0→ R(−4)→ R(−3)4
V ′
−→R(−2)6
V
−→R(−1)4
U
−→R→ k → 0,
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V =

Y Z T 0 0 0
−X 0 0 Z T 0
0 −X 0 −Y 0 T
0 0 −X 0 −Y −Z
 et V ′ =

0 0 −T Z
0 T 0 −Y
0 −Z Y 0
−T 0 0 X
Z 0 −X 0
−Y X 0 0

Exemple 3.2. On conside`re la matrice s : RA(−1)4 ⊕ RA(−2)6 → RA ⊕ RA(−1)4 avec
s =
(
U 0
a I4 V
)
ou` I4 est la matrice identite´ d’ordre 4. Au point ferme´ (i.e., pour a = 0) il
ne reste dans s1 que la matrice ligne U ce qui montre, en vertu de 3.1, qu’on a α1 = β1 = 1.
Comme les colonnes de cette matrice engendrent l’ide´alm = (X, Y, Z, T ) qui n’est pas libre
sur R on a b0 = 0. En degre´ 2 on ve´rifie aussitoˆt qu’on a α2 = β2 = 4. On en de´duit que
la seule valeur non nulle de la fonction q est q(2) = 3 et, en vertu de 2.6, qu’on a une suite
exacte
0→ OPA(−2)
3 u−→N → JC(2)→ 0
ou` C est une famille de courbes, plate sur A et a` spe´cialite´ constante. Ces courbes sont
de degre´ 6 et de genre 3. Pour u ge´ne´ral, la courbe ge´ne´rique C de la famille C est une
courbe arithme´tiquement de Cohen-Macaulay (ACM) lisse tandis que la courbe spe´ciale
C0 est une courbe lisse de bidegre´ (2, 4) trace´e sur une quadrique lisse. Cette courbe est
dans la classe de biliaison de deux droites disjointes et son module de Rao est concentre´
en degre´ 2.
Exemple 3.3. On conside`re la matrice s : RA(−2)6 ⊕RA(−3)4 → RA(−1)4 ⊕RA(−2)6 :
s =
(
V 0
aI4 V
′
)
et le faisceau N associe´. On a α2 = β2 = 3 et b0 = 1, puis a3 = β3 = 6
donc la fonction q ve´rifie q(2) = 2 et q(3) = 3. La famille minimale de courbes associe´e
a` N est encore une famille de courbes de degre´ 6 et genre 3 comme dans l’exemple 3.2,
mais, cette fois-ci, il s’agit d’une famille a` postulation constante. Pour un homomorphisme
ge´ne´ral, la courbe ge´ne´rique est une courbe ACM lisse et la courbe spe´ciale est re´union
d’une quartique plane et de deux droites qui coupent chacune la quartique transversalement
en un point. Cette courbe est dans la classe de biliaison de deux droites disjointes et son
module de Rao a un unique terme non nul en degre´ 1 (et non plus en degre´ 2 comme dans
l’exemple 3.2). Pour une e´tude plus approfondie du sche´ma de Hilbert H6,3 cf. [AA].
Exemple 3.4. Nous donnons ici un exemple avec une partie “obligatoire” au sens de 1.6
c’est-a`-dire un exemple dans lequel il existe un entier n ≤ b0 avec q(n) 6= 0.
On conside`re un module M de longueur finie concentre´ en degre´s 0 et 1 et de dimen-
sions respectives 2 et 7. On suppose ce module ge´ne´rique et il admet alors une re´solution
de la forme suivante (cf. [MDP2] IV 1.2)
· · · → R(−3)34
σ2−→R(−1)⊕R(−2)16
σ1−→R2 →M → 0 avec
16
σ1=
(
X Y 2 Z2 T 2 Y Z Y T ZT 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
−Y 0 0 0 0 0 0 X2 Y 2 Z2 T 2 XY XZ XT Y Z Y T ZT
)
On conside`re alors s : RA(−1)⊕RA(−2)16 ⊕RA(−3)34
s
−→R2A ⊕RA(−1)⊕RA(−2)
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donne´ par s =
(
σ1 0
a I17 σ2
)
.
La matrice s admet une seule colonne en degre´ ≤ 1, dont la transpose´e est la ligne
(X, −Y, −a, 0, · · · , 0). On en de´duit aussitoˆt en utilisant 3.1 qu’on a α1 = β1 = 1 et
b0 ≥ 1 et donc, par de´finition de la fonction q, q(1) = 1. On a aussi q(3) = 15 et la famille
minimale est en degre´ 120 et genre 1001 avec une courbe ge´ne´rique ACM.
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